Podudarnost trouglova (elementarni zadaci)
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- zadaci posudeni iz knjige:
Zbirka rjeSenih zadataka sa takmicenja
ucenika osnovnih $kola u BiH; Sefket Arslanagi¢-

8] o§t}ouglom trouglu 4ABC ugao kod vrha C je 60°. Ako su AA; i BB, visine

" i C’ srediSte stranice AB, dokazati da je trougao AC’A;B; jednakostrani¢an.

U jednakokrakom trapezu srednja linija ima duZinu 5 cm, a dijagonala je dva
" puta duZza od srednje linije. Kolika je povrsina tog trapeza?

Zbir uglova na vecoj osnovici trapeza je 90° . Dokazati da je duZ ¢iji su krajevi
" sredista osnovica jednaka duZi ¢iji su krajevi srediSta dijagonala trapeza.
U jednakokrakom trouglu AABC ugao £BAC naspram osnovice BC iznosi

" 20°. Na krakovima AB i AC uzete su redom tatke E i D tako daje £ACE=60° i
£ABD = 30°. Izradunati ugao £AED .

Pravougaonik je podjeljen na 9 manjih pravougaonika. Povrsine Cetiri od njih
su 5,3,9 1 2 kvadratne jedinice (vidi sliku). Odrediti najmanju mogucéu vrijednost

oS . .. . . . .
povrsine pravougaonika. Pod kojim uslovima pravougaonik ima tu minimalnu
povrsinu?

Cetverougao ABCD je kvadrat izvan kojeg se nalaze tatke E i F tako da su
trouglovi AABE i ABCF jednakostrani¢ni. Neka je tatka M srediSte duZi DE i1
{H} = CEn DB . Dokazati da je trougao ADEF jednakostrani¢ni.

U jednakokrakom trouglu AABC, AC =BC, osnovica AB ima duzinu +/3 i
visina CD ima duZinu v2 . Nekasu E i F sredine stranica CB i DB respektivno,
a G taCka presjeka pravih AE i CF. Dokazati da se tatka D nalazi na simetrali
ugla £AGF .

U jednakokrakom trouglu A4ABC ugao koga obrazuju simetrala ugla izvrhedu
krakova i simetrala ugla na osnovici je tri puta veéi od ugla na osnovici. Sta je

vece: osnovica ili krak tog trougla?

Simetrale uglova i f# jednakostrani¢nog trougla AABC sijeku se u tagki S .
Na stranici AB izabrana je tatka M i na stranici AC tatka N, tako da je
AM + AN = AB . Dokazati da je SM =SN i izradunati velidinu ugla £AMSN .

Zadan je jednakokraki trougao AABC sa osnovicom BC tako da je
uago £BAC > 50°. Na osnovici BC data je tatka M takva da je uago 4BAM =50°,
anakraku AC tacka N takva daje AM = AN . Koliki je ugao {CMN ?

Srediste duZeg kraka pravouglog trapeza spojeno je duZima sa vrhovima trapeza‘
koja pripadaju drugom kraku. Pri tome je trapez podijeljen na tri jednakokraka
trougla. Odrediti veli¢inu o$trog ugla trapeza.



1 2 . Izraunati £A trougla 4ABC ¢ija je duzina teZiSnice d( A,M )=éd( B,C).
1 3 Dijagonala razbija jednakokraki trapez na dva jednakokraka trougla. Odrediti
uglove tog trapeza.

1 4 . Nad stranicama BC i CD paralelograma ABCD konstruisani su jednakostraniéni
trouglovi 4ABKC 1 ADLC . Dokazati da je trougao AAKL jednakostranidan.

1 5 Zadan je trougao 4ABC. Dokazati da su sredine stranica i podnoZje bilo koje
visine u zadanom trouglu vrhovi jednakokrakog trapeza.

1 6 U kvadratu ABCD tatke M,N i P su sredi$ta stranica AB,BC 1 CD redom.

Dokazati da vazi:
a) DNLCM:
b) «DNP=4CMN .

1 7 U kvadrat ABCD stranice duZine I upisan je trougao APQR tako da
Pe AD,Qe CD i Re BC. Dokazati da je povrSina trougla 4POR s—;-. Kada vrijedi

jednakost?

1 8 U ostrouglom trouglu 4ABC (A_C<E) visina h,=CC’ i simetrala s=CM
ugla y zaklapaju ugao od 97, a simetrale spolja$njih uglova kod tjemena A i B
sijeku se pod uglom od 61° . Odrediti uglove trougla 4ABC.

1 9 ' U trouglu 4ABC su date stranice a i b. Ako je h, = h, + h,,, izraunati stranicu c.

20 U trouglu AABCje KABC=24BAC i tezi¥na linija CM je normalna
(ortogonalna) na simetralu BD ugla £ABC. Odrediti uglove trougla AABC .

2 1 ] Neka su a,b i ¢ duZine stranica trougla i ¢, duZina teZinice povuéene iz vrha
(tjemena) C . Dokazati da vrijedi nejednakost
22 . Dat je paralelogram ABCD kod koga je AB =2BC . Srediite M stranice AB

spojeno je sa tjemenima C i D. IzraCunati koliko stepeni iznosi-ugao £CMD .

23 . Iz tjemena A pravougaonika ABCD spustena je normala na dijagonalu
pravougaonika i produZena za istu duZinu do tacke F. Dokazati da je:
a) duZz BF normalna na duz DF ;
b) Cetverougao BDFC jednakokraki trapez.

24 . Dat je jednakokrako-pravougli trougao 4ABC s pravim uglom kod vrha C . Nad
stranicom (katetom) BC konstruisan je jednakostrani¢ni trougao ABCD
(razlikovati dva slucaja). Izracunati veli¢inu ugla <ADB.

25 . Dat je kvadrat ABCD i unutar njega je odabrana tatka P tako da je trougao
ABCP jednakostranican. Prava AP sijege stranicu CD u tagki E . Odredite mjerni
broj ugla £CPE . Odgovor obrazloZiti!

26 . Na produZetku stranice AB trougla AABC iza B u odnosu na A data je tatka
M, tako da je BM = BC . Dokazati da je prava MC paralelna simetrali ugla 4ABC .



27 U trouglu 4ABC je AC=BC, a visina AD sa 51metralom AE (Ee BC) ugla
4DAC gradi ugao od 30°. Na¢i uglove trougla 4ABC i dokazati da j je AE=EC.
Odgovor obrazloziti!

28 Dat je paralelogram ABCD kod koga je AB =2BC . Srediste M stranice AB
spojeno je sa tjemenima C i D. Izradunati koliko stepeni iznosi-ugao £CMD .

29 Trougao AABC je jednakokraki kod koga je AB=AC . Neka su tatke De BC i
Ee AC takve da je KEBC =§4{BAD i neka je tacka F presjeCna tacka pravih AD

i BE, tj. {F}=ADNBE . Dokazati da je trougao 4AFE jednakokraki.

30 Simetrale uglova £ABC i LACB trougla AABC se sijeku u tacki /. Neka su
* take M i N simetri¢ne tacki I u odnosu na stranice BC i AB trougla. Koliko
iznosi ugao LABC ako je BM L BN ?

31 . Neka je Cetverougao ABCD paralelogram. Tacka M je srediSte stranice BC, a
tatka P je podnoZje normale spustene iz vrtha D na pravu AM . Dokazati da je
CP=AB.

32 . Neka je CD visina na hipotenuzu pravouglog trougla 4ABC, tacka M srediSte

duzi CD i tatka N srediSte duzi BD. Dokazati da je prava AM normalna
(okomita) na pravu CN .

3 . Zadan je kvadrat ABCD duZine stranice /dm. Naci polupre€nik kruZnice koja

dodiruje njegove dvije stranice i prolazi kroz njegov jedan vrh.
. Povrsina trougla AABC iznosi 18cm’. Tacka D uzeta je na stranici AC, tako da je

DC =2AD . Nadi povrSine trouglova AABD i ADBC .

35 . TeZiSnica i visina iz vrha A u trouglu 4ABC dijele ugao o natri jednaka diela.
Koliki su uglovi trougla 4AABC ?

3 . Dat je ugao od 54°. Kako ¢e§ samo pomocu Sestara i linijara podijeliti taj ugao
na tri jednaka dijela? Opisi postupak. (Prenesi ugao od 54° sa date slike, ili ga
nacrtaj pomocu uglomjera).

37 «  Dat je kvadrat ABCD stranice a. Nad dvjema njegovim susjednim stranicama
konstruiSu se dva jednakostrani¢na trougla u unutra$njosti kvadrata. Izracunaj
povrsinu zajednickog dijela tih trouglova.

38 Nacrtaj trougao 4ABC,(8>a) i visinu h, na stranicu c. Tacku u kojoj visina
sije¢e stranicu ¢ ozna¢i sa E. ProduZi stranicu BC preko vrha C, te konstruisi
simetralu vanjskog ugla uz vrh C. Tagku u kojoj simetrala sije¢e pravu AB oznati

da D. Ako je .]_6—5_—_55, odrediti koliko je f-a.

39 Na stranici AB datog pravougaonika ABCD istaknute su tacke E i F, tako da
je AE=BF =2,EF =6, FC = 2+/5, 4BFC =27°. Odrediti uglove £{ECF i £CEF .

40 Dokazati da su dva trougla AABC 1 AA’B’C’ podudarna .ako je
c=ch,=hst,=t., gdje su h. i h, visine, a ti t. teZiSnice trouglova 4ABC
14A’B’C’. :
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Zadani su ugao £ACB (C je njegov vrh, a tatke A i B su na njegovim
kracima), poluprava CM unutar ugla ACB i poluprava CS koja polovi <ACB.

Dokazati da je £SCM = é(&MCA —-4MCB).

Magi¢ni kvadrat reda 3x3 je takav kvadrat kod kojeg se 2 1 ] 4
sabiranjem po tri broja u svim pravcima (horizontalno, = 1 9
vertikalno i na obje dijagonale) dobija uvijek isti broj. oy T
Popuniti prazna polja u kvadratu, pa da on bude magi¢an 20' o ﬁ
kvadrat. NN T

a
Dati su uglovi a=4254" i B=235%37". %
Izracunati ugao y ako su prave a i b
paralelne (vidi sliku). B
b

Postoji li trougao €ije su duZine visina h, = 2cm, h, =4cm, h, =6cm?

Na hlpotenu21 AB pravouglog trougla AABC date su tatke M i N tako da je
AM =AC i BN =BC . Izradunati ugao £{MCN .

DuZine stranica trougla AABC su a=13cm,b=14cm,c=15cm . Kolike su duZine

njegovih visina?

Dokazati da za pravougli trougao vrijedi nejednakost R 2> JP, gdie je R
polupreénik opisanog kruga tog trougla, a P njegova povrsina.

U trouglu 4ABC je ugao B=75" i ugao y=80°. Uzete su tatke Ee AC i
F e AB tako da je ugao <FBE =25° iugao £FCB=40". Izradunati ugao £AEF .

Dat je trougao 4ABC . Konstruisati pravu p koja je jednako udaljena od vrhova
A,B,C datog trougla. Dati dokaz konstrukcije. Koliko takvih pravih postoji?

Dat je trougao 4ABC u kome je ugao £BAC =120°. Na simetrali ugla 4BAC
data je tatka D tako da je AD=AB+AC. Dokazati da je trougao ABCD
jednakostraniéni.

Kvadrat je podijeljen na devet jednakih manjih kvadrata. Je 1i moguce u ove
male kvadrate upisati brojeve 7,2 i 3 tako da u svim kolonama, vrstama i
dijagonalama sume brojeva budu razli¢ite? Odgovor obrazloZiti!

Dat je jednakokraki trougao 4ABC (AC = BC ). Nakraku AC odabrane su dvije

tatke M i N tako da je <ABM =£CBN i MN =MB, pr1 ¢emu je taCka M bliza
tacki A nego tacka N . Koliki je ugao £ABN ?

Dijagonala AC romba ABCD ima duZinu 6cm . Neka je M srediSte stranice
CD i'N srediste stranice AD.DuZi BN i BM sijeku dijagonalu AC u tatkama
PioQ.

a) Izracunati duzinu odsjecka PQ ;

b) IzraCunati povr§inu trougla ABMN ako je BM =3cm.



X :
@U oStrouglom trouglu 4ABC ugao kod vrha C je 60°. Ako su AA; i BB, visine
i C’ srediste stranice AB, dokazati da je trougao AC’A;B; jednakostranican.

J ‘ Cetverougao ABA,B, je tetivan jer nad stranicom AB leZe dva prava ugla sa

vrhovima u tatkama 4, i B,, paje AB pre¢nik. Tada je srediSte stranice AB tatka
* C’ centar te kruZnice, pa je C’A; =C'B, itrougao AC’A;B,; je jednakokraki.

S

Imamo da je «A,BB,=4CBB, =30° =—;—.<A1C'B, (uglovi u pravouglom trouglu i

centralni i periferijski ugao), pa je £A,C’'B,=60°. Tada je trougao AC’A;B,
jednakostranic¢an.

@ U jednakokrakom trapezu srednja linija ima duzinu 5 cm, a dijagonala je dva
puta duZa od srednje linije. Kolika je povrSina tog trapeza?

J - Neka je a duZina veée osnovice, a ¢ duZina manje osnovice trapeza. Tada je

duZina srednje linije trapeza m = 9—;—5 =5cm Odavde je a+c=10cm . Neka je CE

visina trapeza. Oznalimo sa x duZinu duzi EB. Tada je x= a—e, Zbog toga je
ﬁ:a-“;C = “;’C —Scm. Tada je h?=AC -AE =100-25=75. Dakle,

h = 5/3 cm. Povrsina trapéza je P =253 cm?.



@ Zbir uglova na vecoj osnovici trapeza je 90° . Dokazati da je duZ ¢iji su krajevi

srediSta osnovica jednaka duZi €iji su krajevi srediSta dijagonala trapeza.
J " Prvo rjesenje: Neka je AB=a,CD=c, P sredifte od AC, Q sredifte od BD,
M srediste od AD i N srediste od BC . Neka je dalje, MP=x,ON =y. Tada je

x= y=—;—, jer su MP i QN srednje linije trouglova 4ACD i ABCD respektivno.

at+c ¢ ¢

Sada je POQ=MN-x-y= 37353

AD i BC. Tada je ugao £AED=90°. To znali da je trougao AABE pravougli
trougao. Tada je teZi$nica koja odgovara hipotenuzi jednaka polovini hipotenuze.

. Nekasu S i R sredista duZi AB i CD respektivno. Tada je E§=E=E§=%. Iz

- - . = _ o= = b_a-b
istih razloga je ER =% . Kona¢no imamo SR =SE—-RE = %_3 =‘9—2—. Prema tome

S

je PO=SR.

Drugo rjeSenje: Uz oznake iz prethodnog rjeSenja éeiverougao PSQR je
paralelogram u kojem je 4OPR=4BAD i £PQR=4ABC. Odavde je
£QPR+ £PQR =90° . Zato je £PRQ =180°—-90° =90°. To znati da je paralelogram
@SQR pravougaonik. Kod pravougaonika su dijagonale jednake. Zato je SR=PQ.

U jednakokrakom trouglu A4ABC ugao «£BAC naspram osnovice BC iznosi
20° . Na krakovima AB i AC uzete su redom tatke E i D tako da je £ACE =60° i
£ABD = 30°. Izradunati ugao XAED . A

’g . Uglovi na osnovici su 80°. Tada je £DBC =80°—30° =50°.
Dalje iz trougla ABCD nalazimo £BDC =180° -80° —50° = 50°.
To znadi da je trougao ABCD jednakokrak. Tada je BC = CD .-
Na isti nacin se pokazuje daj 1 je trougao ABCE jednakokrak: Tada
je BC=CE . Dakle, CE=CD. To znaéi da je trougao AECD
jednakokrak, pa je £CED=xECD. Kako je ugao izmedu
njegovih krakova 60°, to je taj trougao jednakostrani¢an, pa su E ’
mu sva tri unutraSnja ugla po 60°. Zbog toga je @
LAED =180° - XDEC ~ £CEB = 180° - 60° - 80° = 40°. B C



@ Pravougaonik je podjeljen na 9 manjih pravougaonika. PovrSine Cetiri od njih
su 5,3,9 1 2 kvadratne jedinice (vidi sliku). Odrediti najmanju mogucu vrijednost

Y . .. . . . ..
povrSine pravougaonika. Pod kojim uslovima pravougaonik ima tu minimalnu
povrSinu?

v :
J "Neka su redom x,y i z §irine prve, druge i treée kolone, a u,v i w visine prve,

druge i treée vrste. Na osnovu datih podataka imamo: xu =35, yu=3, yv=9,zw=2.
Odavde je:

53,2
IS T w
5 3 u
9 v
) w
%
X y

Povr3ina cijelog pravougaonika je:

w u
P=19+xv+xw+yw+zu+zv=34+8(!—+i)234+8-2\]—-— =50.
u w U W

. . \4
@ Povriina pravougaonika je 50, ako i samo ako je u=w= 3

Cetverougao ABCD je kvadrat izvan kojeg se nalaze tatke E i F tako da su
trouglovi AABE i ABCF jednakostrani¢ni. Neka je tatka M srediste duZi DE i
{H} = CEn DB . Dokazati da je trougao ADEF jednakostrani¢ni.

’2 D a - C
Jq - /

Imamo ~AE=AD=DC=CF=BF=BE=a.
Takoder, imamo posto su trouglovi ABCF i AABE
jednakostrani¢ni, onda je i: KFAD=«DCF =£EBF =15,
pa su trouglovi 4ADE,ADCF i ABEF podudarni po
stavu I (SUS), tj. AADE = ADCF = ABEF , a odavde 4
slijedi da je DE =DF = EF , §to zna¢i da je trougao
ADEF jednakostranicni, g.e.d.

a




@ U jednakokrakom trouglu AABC, AC =BC, osnovica AB ima duZinu /3 i
visina CD ima duZinu v2 . Neka su E i F sredine stranica CB i DB respektivno,

a G taCka presjeka pravih AE i CF. Dokazati da se taka D nalazi na simetrali
ugla £AGF .

5. Da bi dokazali da se tatka D nalazi na simetrali ugla <AGF dovoljno je’
dokazati da je ona jednako udaljena od krakova tog ugla. Neka je x udaljenost
tatke D od kraka GF, a y udaljenost od kraka GA . Visina trougla ACDF je x,

paje
3
. 2-Pxor _DF-CD_"g V2 6

CF CF CF  4CF

DuZinu stranice CF odredi¢emo iz pravouglog trougla ACDF pomocu Pitagorine
teoreme. Imamo

CF’ =CD*+DF* =32
16
) 6
Tada je x= \’3— . teoreme imamo

Odredimo sada y . U trouglu 4ADE
je y visina, pa je

AE=\AF +FE =

A&I
E

2-Pyape Konaéno imamo
~ AE y=2Fape _ 16 _
AE 35
Trouglovi 4ADE i ADBE imaju jednake c
povrsine, jer je ED teZiSna linija trougla
AABE . Zbog toga je
1 1 V6
PsapE =—2'PAABE =2PAABC =78
Primjetimo da je EF srednja linija N
trougla ACDB, pa je EF LAB i ¢
EI?:éEB:g. Dakle, trougao AAFE

je pravougli, pa na osnovu Pitagorine




@ U jednakokrakom trouglu 4ABC ugao koga obrazuju simetrala ugla izmedu
krakova i simetrala ugla na osnovici je tri puta veéi od ugla na osnovici. Sta je
j vece: osnovica ili krak tog trougla?

J "Neka je S presje¢na tacka ovih simetrala, a C’ presje¢na tacka simetrale iz vrha
C i osnovice AB trougla AABC (CC’ je ujedno i visina trougla, pa je 4AC'C
pravougli).

C

A

a) Razmotrimo sluéaj £ASC =3a
Iz trougla 4ASC imamo

(1

Tako vrijedi

%+3a+%=1800,

a iz trougla 4AC’C

(g o (2) g
0 _ & rY_2., V2% 20+ 900
180 2+3a+2 2+ a+[a+2) > a

Sa

a+%=900. () :>7=900:>a=360.

Iz (2) se dobije: -;::90—0::90"—360:540:>7=1080. Dakle, y>a, pa je

AB > BC (tj. osnovica je veéa od kraka), jer naspram veceg ugla u trouglu leZi veca
stranica.

b) Razmotrimo sluéaj kada je £A’SC =3« . (A’ je presjecna tatka simetrale ugla na
osnovici sa krakom BC ). Sada je £ASC =180° -3cr.
Iz trougla AASC imamo:

-‘2—'+ 180° -—3a+%=180" Sy=Sa>a,

dakle, u svakom slu€aju je osnovica veca od kraka trougla.



@Simetrale uglova « i g jednakostrani¢nog trougla 4ABC sijeku se u tacki S .
Na stranici AB izabrana je tatka M i na stranici AC tatka N, tako da je
AM + AN = AB . Dokazati da je SM = SN i izralunati veli¢inu ugla <MSN .

6. Trouglovi 4ASN i ABSM su podudarni (pravilo SUS), jer je

MB=AN (prema uvjetima zadatka),
‘AS = BS (jer su u jednakostrani¢nom trouglu simetrale uglova ujedno i teZi$nice),

1MBS=—§—=300=%=KNAS.
Na osnovu toga je SM =SN. Zbog podudarnosti ovih trouglova vrijedi i

£ASN = {BSM , pa je
AMSN = £MAS + £ASN = AMAS + £BSM = {ASB

B

. A
@ Zadan je jednakokraki trougao A4ABC sa osnovicom BC tako da je
uago £BAC > 50°. Na osnovici BC data je tatka M takva da je uago £BAM =50,

anakraku AC taka N takva daje AM = AN . Koliki je ugao £CMN ?

J " Trougao AABC je jednakokraki, pa je a+28=180°. Trougao AAMN je
jednakokraki pa su uglovi {AMN i £ANM jednaki i oznaCimo ih sa & . Na osnovu
zbira uglova trougla 4AMN  imamo @-50°+8+6=180°. Dakle,
20+a-50° =a+2B, tj. §=4+25°. Ugao 5=4MNA je vanjski ugao trougla
AAMN , pa je LANM = ANMC +4£MCN ,tj. § = ANMC+ 8. Dakle, ANMC =25°.



@ Srediste duZeg kraka pravouglog trapeza spojeno je duZima sa vrhovima trapezab
koja pripadaju drugom kraku. Pri tome je trapez podijeljen na tri jednakokraka
trougla. Odrediti veli¢inu o$trog ugla trapeza.

J “Neka je SR srednja linija trapeza. Ona je tada istovremeno i visina i teZiSnica
trougla AADS, Sto je moguée samo ako je AD osnovica trougla AADS
(jednakokraki trougao!) ili kad je trougao A4ADS D C ‘
jednakostrani¢ni (ova druga moguénost otpada, jer 7 S

. .a age 0 :1: CPOo %Q
se neposrednom provjerom dobije ili £>90° ili ?@\9 o t&/\
4BCD =90°, §to je kontradikcija). ©e

Ako pretpostavimo da je AB=BS dolazimo do
zakljucka da je to moguce kada je S =907, §to je ;
kontradikcija. Dakle, preostaje: AB=AS,AS =DS R [ IS
i CD=CS (naime, zbog ¢injenice da je «4BCD 'be B
tupi, za trougao ASDC je jedina moguénost
CD = CS ). Uzimajuéi u obzir pretpostavku zadatka
i Cinjenicu da je zbir uglova u trouglu 780°, te qﬁ
oznaCavajuéi sa B oStar ugao trapeza, imacemo
situaciju kao na slici. Kako je 4BCD+ f=180°,
imamo 43 -180° + f=180° = 58=360° = B =72°.

/&00
\S)

D
180°-2p B

. v .- viv 1
@ IzraCunati £A trougla 4ABC C¢ija je duZina teZiSnice d( A,M )=5d( B,C).

'8 . Kako je HJ:—;-E—C, to su trouglovi AAMC i

4ABM jednakokraki pa je £<MAB=AMBA=f3
1£ACM = £MAC =y . Kako je vanjski ugao
trougla jednak zbiru dva unutra¥nja njemu
nesusjedna ugla, to je XBMA=2y
14CMA=2p.

Dalje imamo 28 + 2y = 180° = B+y =907, tj. £A = 90°

B M C



@Dijagonala razbija jednakokraki trapez na dva jednakokraka trougla. Odrediti
uglove tog trapeza.

v

/"~ Neka je jednakokraki trapez ABCD
dijagonalom AC razbijen na jednakokrake
trouglove ABCA i AACD.

Tada je:

KCAD = £ACD(=6);
KABC = £ABC(=a).

A B
Medutim, u jednakokrakom trapezu ABCD je £ABC =4£BAD, tj. a=25, kao i
XADC = XBCD(=f8),paje f=a+7.

Iz trougla AABC slijedi 2+ 6 = 180° . Dakle, zbog =26, imamo

46+6=180° =56 =180° = & = 36°,
paje
a=721iB=a+6=36°+72° =108° .

@Nad stranicama BC i CD paralelograma ABCD konstruisani su jednakostraniéni
trouglovi 4BKC 1 ADLC . Dokazati da je trougao AAKL jednakostrani¢an.

J Neka je AB=a,BC=b. Prema uslovu zadatka : ;

je a=CD=DL=LC=AB i b=BC=BK=CK=AD.
Neka je, dalje, «{BCD=a i £ADC = f. Tada je
B=180° -

Imamo

LADL = B+60° = 240° -

£KCL=360° - (60° +a+60° ) = 240° -
LABK = f3+60° = 240° -

A B

To znai da su trouglovi AABK,ACKL i AALD podudarni. Iz podudarnosti

trouglova slijedi jednakost odgovarajuéih stranica, pa je AL=LK = KA, tj. trougao
AAKL je jednakostranican.



@Zadan je trougao 4ABC . Dokazati da su sredine stranica i podnoZje bilo koje
visine u zadanom trouglu vrhovi jednakokrakog trapeza.

)

* Prvi nacin: Neka su K,L i M srediSta stranica AC, BC i AB trougla 4ABC,

redom, a N podnozZje visine iz vrha C.
Cc

3\
A N M B

Imamo KL|AB => MNKL je trapez (srednja linija trougla je paralelna osnovici),
M = %E (osobina srednje linije trougla),
A4ANC je pravougli i NK je njegova teZi$nica, pa slijedi da je _IVE=§XE. Prema

tome LM = NK =—£—74?, pa je Cetverougao KLMN jednakokraki trapez.

Drugi nacin: Imamo,.,
KL|AB = MNKL je trapez (srednja linija trougla je paralelna osnovici)
Konstrui§imo pravougaonik ANCD . Tatka K je D C
srediSte dijagonale AC tog pravougaonika, pa je

AK =NK =5AC. S druge strane je LM =>AC K L

(osobina srednje linije trougla), odakle slijedi

— = |— L
LM = NK =§AC, pa je cetverougao KLMN A N M 3

Jjednakokraki trapez.



@Ukvadratu ABCD tacke M,N i P su sredista stranica AB,BC i CD redom.
Dokazati da vazi: ’
a) DNLCM:
b) «DNP=4ACMN .

)

J - a) Neka je {0} =CM n DN . O¢igledno je ADCN = ABCM .
(SUS, jer je DC = BC, CN = BM, £DCN = 4CBM =90°), pa N
odavde slijedi da je DN =CM i £CDN = 4BCM . AVl
Sada imamo: s/

£OCN + £CNO = £CDN + £CND =90° , i /\; %

pa slijedi iz AOCN daje £CON =90°,tj. DN L CM , §to je trebalo dokazati.
b) DuZz PN je srednja linija trougla 4BCD pa je —13_1\7=-;—35. Sli¢no zakljuujemo

daje MN =—;—R jer je MN srednja linija trougla 4ABC . Posto je AC=BD,toje

sada i PN=MN. Takoder imamo da je DP=CN i DN=MC, pa je
/ ADPN = ACMN (SSS), a odavde je «DNP =4£CMN , §to je i trebalo dokazati.

# U kvadrat ABCD stranice duZine [ upisan je trougao APQR tako da

Pe AD,Qe CD i Re BC . Dokazati da je povrSina trougla APQR < é Kada vrijedi

jednakost?

é. Povucimo duZ QE||BC, E€ AB . Neka je {S}=PRNQE.
Sada je

]._ J— —_—
== 0S-AE+~QS-EB
29 22

.

—— — ]

_1 s ap_log!
—ZQS(AE+EB) 2QSAB 2QS$2

(jer je 0S<1I).q.ed. A T E B
Jednakost vrijedi ako je jedna stranica trougla osnovica kvadrata, a tre¢i vrh se nalazi
na naspramnoj paralelnoj stranici. Tada su osnovica i visina trougla duZine /.



@U ostrouglom trouglu 4ABC (A_C<E) visina h,=CC’ i simetrala s=CM
ugla y zaklapaju ugao od 97, a simetrale spolja$njih uglova kod tjemena A i B
sijeku se pod uglom od 61° . Odrediti uglove trougla 4ABC.

J' . Neka je
o - spoljasnji ugao kod vrha A
S’ - spoljasnji ugao kod vrha B
Kako je vanjski ugao trougla jednak zbiru dva nesusjedna unutradnja ugla, to je

B =a+yid=p+y. (1
Iz trougla AABP imamo

g

> +%=1800 —61°=119" =o'+ ' =238°.

Sabiranjem jednakosti (1), dobijamo:

[a+,B+ y)+ y =238
e ——
=180°

=y=58.
Iz trougla AACC’ imamo a+£ACC’=90°,
ali je prema uslovima zadatka
4AcC =L -9 =290 -0 =20°.
Zbog toga je

a+20°=90° =>a=70°.
Konac¢no imamo

o+ B+y=180°
700 + f+58° = 180° = B =180° —128° = 52°.

Znadi, a=70° =520, y=58°.



@ U trouglu 4ABC su date stranice a i b. Ako je h, = h, + h,,, izraunati stranicu c.

J * PovrSina trougla 4ABC se moZe izraCunati iz bilo koje od formula:

poGhe by _ch.
2 2 2
Odavde dobijamo
hoo2P g 2P, 2P
a b c
Sada uvjet h, = h, + h;, postaje:
2P 2P 2P
—_—
c a b
ili nakon djeljenja sa 2P:
1 .
—= i_'_ i, t_].i= b+a te - ab i
c a b c ab a+b

@U trouglu A4ABC je

4ABC=24BAC i teziSna linija CM je normalna

(ortogonalna) na simetralu BD ugla £ABC. Odrediti uglove trougla AABC .

J * Neka je BD simetrala ugla trougla AABC sa
vtchom (tjemenom) u B. Tada je

£4DBM =éAABC =4BAC. To znadi da je

trougao 4ABD jednakokraki sa osnovicom AB.
Tatka M je srediSte osnovice, pa je DM
normalno na AB. Neka BD sije¢e CM u tacki E.

A M B

Tada je ABEM = ABCE jer je BTE:'B'E,ME:ACBE%AABC i AMEB = £CEB=9(".

Iz podudarnosti slijedi da je BM = BC. Tada je AMBD = ACBD . Iz te podudarnosti
slijedi da je £BCD=4BMD=90°. Dakle, y=90°. Kako je f=2a, to je

90° =a+f=3a, tj. @=30° i B=60°.



@ Neka su a,b i ¢ duZine stranica trougla i ¢, duZina teZiSnice povucene iz vrha
(tjemena) C . Dokazati da vrijedi nejednakost

a+b—c<t<a+b
2 ¢ 2

* Neka je A4ABC trougao Cije su duZine stanica

a,b,c i duzina teZi¥ne duZi CC,=1,. Na osnovu
odnosa izmedu stranice trougla i zbira drugih dviju b ‘,
stanica nalazimo iz trougla 4AC,C da je

c Ci
b<—=+t, A —B
27 T 7
a iz trougla ACC,B daje
[ a 5
(l<77'+tc.
g

Sabiranjem ovih nejednakosti dobija se

a+b<c+2t,,

odnosno
a+tb-c
>
2
.. . a+b
DokaZimo sada da je ¢, < —

Neka je C' simetri¢nu tacka tatki C u odnosu na tacku C;. Tada je CC,=C,C ,a
* kako je AC, =C,B, to je &etverougao AC’BC paralelogram. Dakle, BC'=AC=b.
Iz trougla ACC’B, dobijamo: :

CC’'<BC+C'B,tj.2t,<a+b,

pa je
a+b

t, <——
. 2
Dakle, imamo da je

at+b-c a+b
t, < ,
2 2

Sto je i trebalo dokazati.



@ Dat je paralelogram ABCD kod koga je AB =2BC . SrediSte M stranice AB
spojeno je sa tjemenima C i D. Izratunati koliko stepeni iznosi-ugao £CMD .

RjeSenje 3. Koristicemo sliku 2. Kako su dijagonale romba ujedno i simetrale
unutrasnjih uglova (poznato svojstvo romba), to su MC i MD simetrale dva
uporedna ugla, XBMN 1 £AMN . Zbog toga je ugao izmedu njih jednak polovini

opruzenog ugla, tj. £CMD =90° .

D N C D N C
A M B A M, B
sl.2 sl.3..

Rjesenje 4. Neka je N srediSte duzi CD i O presjek dijagonala romba CNMB
(s1.3). Jasno je da BN=MD i BN|MD. Zato je XCMD=x£CON (uglovi s
paralelnim kracima). Kako se dijagonale romba sijeku pod pravim uglom, tj.
£CON =90°, zakljuéujemo da je KCMD =90°.

@ Iz tjemena A pravougaonika ABCD spuStena je normala na dijagonalu
pravougaonika i produZena za istu duZinu do tacke F. Dokazati da je:

a) duZ BF normalna na duz DF ;
b) ¢etverougao BDFC jednakokraki trapez.

’2' . a) Zbog AS = FS i £ASD = XFSD = 90° slijedi:

iA_SDE_AFSD E A_ABS = ABFS . Sada je /7,’;\

AD=DF i AB=BF; §o znaéi da je N
Cetverougao  ABFD deltoid. Kako / i{/ \\\ \\

jeXxDAB=90°, to je i£DFB=90°, t. % N — ¢
DFLBF . \S/ \

b) Kako je AD=DF=BC, to je / \\\\ \\\
ADBF =ADCB pa je BF=DC, pa je | DN
¢etverougao BDFC jednakokraki trapez. / \\\k




@ Dat je jednakokrako-pravougli trougao AABC s pravim uglom kod vrha C . Nad
stranicom (katetom) BC konstruisan je jednakostrani¢ni trougao A4BCD
(razlikovati dva slucaja). Izracunati veli¢inu ugla £ADB.

* Razlikujemo dva slucaja:
1° Otigledno je XACD=90° -60° =30°. Kako je CD=CA, slijedi da je trougao
A CAD jednakokraki; pa je £CAD = XCDA =75 , a zbog £CBD = 60° , zaklju€ujemo
da je £ADB = XCDA+ £CDB , tj. {ADB =75° +60° = 135° .

A
2° Otigledno je LZACD=90°+60°=150°. Kako je /]
CA=CD, slijedi da je trougao 4 CAD jednakokraki pa / /
je £CAD = XCDA=15°, a zbog £<CDB=6( , zakljuujemo // /"/
da je XADB = XCDB— XCDA, tj. XADB =60° —15° = 45° . // /

/
A / |

v \/
P
/ D I

B c
@ Dat je kvadrat ABCD i unutar njega je odabrana tatka P tako da je trougao
ABCP jednakostrani¢an. Prava AP sijeGe stranicu CD u tadki E . Odredite mjerni
broj ugla £CPE . Odgovor obrazloZiti!

\
\
\ /

J * Buduéi da je AB =BC = BP zakljuéujemo da je trougao D E C
AABP  jednakokraki. To znai da je 4«PAB=<APB.
Nadalje iz 4PBC=60° i 4ABC=90° slijedi da je
£ABP = 30°. Zbir unutra$njih uglova bilo kog trougla je P
/80°, pa i u trouglu AABP. Zbog toga je
2-£APB =180° -30° =150°. Odavde je £LAPB=75°. Sada
nalazimo da je £CPE =180° —-75% —60° =45° .




@ Na produZetku stranice AB trougla AABC iza B u odnosu na A data je tacka
M, tako da je BM = BC . Dokazati da je prava MC paralelna simetrali ugla 4ABC.

'3

P: BM =BC, BB, =5, simetrala ugla <ABC.

T: MC|BB, . '

Zbog BM =BC, trougao ABMC je jednakokraki pa je ¢=«BMC =4£BCM . Po
teoremi o vanjskom, uglu trougla ABMC je £ABC=2¢, tj. f=2¢, a odavde

o= g . Posto je sada £ABB, = {BMC = ¢ = 'éi ,to je BB/||MC (uglovi sa paralelnim

C

A B * M
kracima), $to je i trebalo dokazati.

@U trouglu 4ABC je AC =BC, a visina AD sa simetralom -AE (Ee BC) ugla
£DAC gradi ugao od 30°. Naéi uglove trougla AABC i dokazati da je AE = EC.
Odgovor obrazloZiti!

J + Trougao AADE je pravougli kod kojeg je jedan oStar ugao
30°. Tada je drugi njegov ugao 60°. Dakle, £AED =60°.
Ugao «£AED je vanjski ugao trougla AAEC, pa je
60° = LAED = LACE + 30° . Odavde slijedi £ACE =30°. Kako
je trougao AABC jednakokraki to je 4BAC =4ABC=75°.
Trougao AAEC je jednakokraki jer ima dva unutrasnja ugla

po 30°. Zato je AE =EC.




# Dat je paralelogram ABCD kod koga je AB=2BC . Srediste M stranice AB
spojeno je sa tjemenima C i D. Izradunati koliko stepeni iznosi-ugao £CMD .

J RjeSenje 1. Trouglovi 4AMD i ABMC su jednakokraki (sl.1). Kod trougla
AAMD vanjski ugao u vrhu A je B (uglovi sa paralelnim kracima), a kod trougla

ABMC vanjski ugao u vrhu B je . To znaci da je
A£AMD = XADM =—’f— , odnosno

£BMC = XMCB =52’- .

Ocigledno, trazeni ugao & = XCMD = 180° —Z—gé,
tj. zbog a+ f=180";68 =180° —90° = 90° .
D C

2 i
) %

b M b B

Rjesenje 2. Neka je N srediste stranice CD (sl.2). Tada Je dati paralelogram
podijeljen na dva podudarna romba AMND i BCNM , pa je MN =CN = ND . Zbog
toga kruznica kojoj je duz CD precmk sadrzi tatku M . Bududi da je svaki ugao
nad pre¢nikom prav, to je £CMD =90° .

D N C

A M B
sl.2



Trougao AABC je jednakokraki kod koga je AB=AC . Neka su tatke De BC i
Ee AC takve da je’ZEBC = é‘{BAD i neka je tatka F presjecna tacka pravih AD
i BE, tj. {F}=AD N BE . Dokazati da je trougao AAFE jednakokraki.

é . Nekaje L{EBC=x,te £BAD = 2x (po uslovu zadatka). Uzmimo da je

£EBA =y . Posto je trougao 4ABC jednakokraki, to je: A
KLABC ={ACB=x+Yy. €))

Sada je KAFE = {BAF + £ABF =2x+y (kao vanjski ugao

trougla AABF ). Takoder

: (1) .
je LAEF = {EBC+4£ACB = x+x+y=2x+y (kao vanjski ugao
trougla ABEC ). Dobili smo da je: {AFE = {AEF (=2x+y), 3 Bc
§to znadi da je trougao AAFE jednakokraki. Ovim je tvrdnja
dokazana.

@ Simetrale uglova £ABC i £ACB trougla AABC se sijeku u tacki /. Neka su
tatke M i N simetriéne tacki / u odnosu na stranice BC i AB trougla. Koliko

iznosi ugao LABC ako je BM L BN ?

,@ Nekaje IM NBC={E} i INNAB={F}.Slijedidaje IE=EM i I[F=FN .
AIEB'= AMEB (BE = BE, IE = EM, £IEB = {MEB = 90°)
i AIFB=ANFB (BF =BF, IF =FN, {IFB = {NFB=90°), |

Kako je

to dobijamo da je
KIBE = {EBM i £IBF = {FBN .

Kako je IB simetrala ugla £ABC trougla,

to je ’
ANBF = AFBI = {IBE = {EBM ,

. B
pa je BM LBN ako i samo ako je
£ABC =45°.



@ Neka je etverougao ABCD paralelogram. Tacka M je srediSte stranice BC, a

taCka P je podnozje normale spustene iz vtha D na pravu AM . Dokazati da je
CP=AB.

J' Neka je S presjeéna tacka pravih CD i AM , tj. CDNAM ={S}. Posto je
CM =BM , £AMB = ASMC (unakrsni) i £ABM =£MCS (naizmjeniéni), to je po
pravilu USU: 4ABM = ASCM , pa je

CS=AB . (1.
Kako je u paralelogramu

AB=CD, (2)

to dobijamo da je iz (1) i (2): CS=CD, pa je CP teZi¥nica pravouglog trougla
APDS . DuZz CP je ujedno poluprec¢nik opisanog kruga pravouglog trougla APDS

¢iji je centar tatka C (Periferijski ugao £«DPS je prav nad pre¢nikom DS ). Dakle,
CP=DC,te CP=AB, qed.

A B
@ Neka je CD visina na hipotenuzu pravouglog trougla AABC, tatka M srediSte

duzi CD 1 tatka N srediSte duzi BD. Dokazati da je prava AM normalna
(okomita) na pravu CN .

’5- U trouglu 4BCD duz MN je srednja linija, pa
je MN||BC . Kako je BC L AC, slijedi da je i
MN L AC . S obziromda je CD L AN , to znaci da
je tatka M ortocentar trougla AANC, pajei AM

visina tog trougla, tj. AM L CN, q.e.d.




@ Zadan je kvadrat ABCD duZine stranice /dm. Nadi polupre¢nik kruZnice koja
dodiruje njegove dvije stranice i prolazi kroz njegov jedan vrh.

- Neka je ABCD kvadrat stranice a=1Idm i r poluprednik kruZnice koja dodiruje
stranice AB i AD i prolazi kroz vrh (tjeme) C . Neka je OA =EF =x (dijagonala
kvadrata AEOF ). Primjenom Pitagorine teoreme na pravougli trougao AAEF
nalazimo

x2=r24r2 tj. x=12.

D )i C
« I-r r
o r
F"\ _______ 10 1
N }
\-’i |
I Ir
X I
\\ !
\ l\_/
0
E "

Analogno, iz pravouglog trougla 4ABC je
(x+r)P=1"+1%, tj. P +2xr+r?=2.
Ako u posljednju jedna&inu uvrstimo x = rv/2 , dobiéemo poslije sredivanja
r’(3+242)=2,

o2 ___ 2
3+242  (V2+1)

po 2 _ 2 -1 22, 5
(V2412 2wl N2-1 2-1 ’

dakle,
r= (Z—ﬁ)dm .



@ Povrsina trougla AABC iznosi I18cm’. Tatka D uzeta je na stranici AC, tako da je
DC =2AD . Na¢i povrsine trouglova 4ABD i ADBC.

J' Iz uvjeta DC=2AD zbog AD+DC=AC imamo: 4

AD+2AD = AC ,tj. AC=3AD . Trouglovi AABC i AABD imaju
zajednicku visinu (BB'=h)izvrha B, pa je:

Pyupc == AC-h==-(3AD)-h=

t\.)l\.

!
2

=3'(éﬁ'hj=3&wo C B D A

1 1
tj. Passp =§PAABC =‘3"18sz =6cm’ .

@ Sada je  Papgc = Pmpc — Pupp = 18cm? —6cm? = 12cm? .

TeZiSnica i visina iz vrha A u trouglu 4ABC dijele ugao o na tri jednaka diela.
Koliki su uglovi trougla AABC ?

J Neka su tacke D i E podnoZja visine i teZiSnice iz vrha A i neka je EF

normalno na AC. Kako je 4BAD=4«DAE =AKEAF =¢, to su duzZi AD i AE

simetrale uglova &BAE i £DAF, pa je BD=DE=EF =x jer su pravougli
trouglovi AABD,AADE,AAEF podudarni po pravilu USU. Kako je E podnoZje
tezisnice, to je BE=EC=2x.

Trougao ACEF je pravougli i CE=2EF pa jeLE=60°,4C=30°. Sada je
4DAC =60°,tj. 20=60°,te ¢ =30°,tj. LA=3p=90°, £B=60".




@ Dat je ugao od 54°. Kako ¢e§ samo pomocu Sestara i linijara podijeliti taj ugao
na tri jednaka dijela? Opisi postupak. (Prenesi ugao od 54° sa date slike, ili ga

nacrtaj pomocu uglomjera). Y
// ————————
J Nacrtajmo ugao od 54° i dopunimo ga D
pomocu Sestara i linijara do vrijednosti 60°. s /e *
Razlika uglova 60°-54°=6°, a 3.6°=18°, / /b
Sto iznosi + od 54°. Y4
E s
Konstrukcija: - // yd
1° £aOb = 54° ; /9// e
2° ZaOc =60 : . //9 18 ,)/// ’ T
3% £b0c =6° = 60° - 54 ; / ’6>7\f8 o
4% sxSy'=3-6°=18°. / %r-g"’{}ao
0 a

Dat je kvadrat ABCD stranice a. Nad dvjema njegovim susjednim stranicama
konstruiSu se dva jednakostrani¢na trougla u unutraS$njosti kvadrata. Izracunaj
povrsinu zajedni¢kog dijela tih trouglova.

" Neka je ABCD dati kvadrat a AABE 1 AADF

jednakostrani¢éni  trouglovi  konstruisani u b
unutrasnjosti tog kvadrata. Zajedni¢ki dio ovih
trouglova je cetverougao AGMH. Ocigledno,
Cetverougao AGMH je deltoid. Deltoid se sastoji od
dva podudarna pravougla trougla: AAGM i
AAHM . IzraCunajmo povrsmu AAGM .

Njegove  katete  su AG = (visina

“

Jedndkostramcnog trougla) i GM = ~§ = 2];'“ ( AGMF = AHME ) .
Dakle,

pa je povrsina deltoida AGMH jednaka P =2 ']—]6—a2\/§ = éazﬁ .



Nacrtaj trougao 4ABC,( 8> ) 1 visinu h, na stranicu c. Taku u kojoj visina
sijede stranicu ¢ oznati sa E. ProduZi stranicu BC preko vrha C, te konstruisi
simetralu vanjskog ugla uz vrh C. Tatku u kojoj simetrala sije¢e pravu AB oznaci

da D. Ako je —;—Z‘B:EE, odrediti koliko je f-a.

j, Iz —2—CD=CE slijedi CD=2CE, pa je pravougli trougao ACED polovina
%
te KEDC = 30°.

Sada je < p Cq_z},l —(1800 —y)= 900__.(1800 —a-f)= a;ﬂ

jednakostraniénog trougla stranice CD , tj. CD = 2h,,

Imamo da je ugao ACBCD=ACqu=—;—ﬁ. Po teoremi o vanjskom uglu trougla

XABC = £BDC + XBCD , j.
3002928 ) 5 =2B8=60"+a+p

B=30"+=25
\ ’ :>a—ﬂ=—600, tj
~ B-a=60°.

\\\‘
%\ _ fGp-D
C E B
Na stranici AB datog pravougaonika ABCD istaknute su take £ i F, tako da
je AE=BF =2, EF =6, FC =25, 4BFC =27°. Odrediti uglove <ECF i £CEF .

imamo:

% Iz pravouglog trougla ABCF nalazimo: £BFC =63’ i primjenom Pitagorine

J' teoreme: BC = ’(2\/3)2_22 =4 Dalje, primjenom iste teoreme na
pravougli trougao ABCE dobijamo

CE=A[(6+2) +4% =45 .

Jednostavno se zaklju€uje da
je AAED = ABFC, pa  trougao

5 ACDE ima  stranice  duZina:

P

A

DE=2y5,CE=4y5,CD=10 i tatna je jednakost
2 2

10? =(4«/§ ) +(2«/§ ) , na osnovu teoreme obrnute Pitagorinoj

zaklju€ujemo da je ACDE pravougli i da je £CED=90°. Sada nalazimo traZene
uglove: £CEF =180%-63°-90° =27° i L{ECF =63°-27° =36°.

CD’=CE'+DE , tj.

teoremi



@ Dokazati da su dva trougla A4ABC i AA’B’C’ podudarna .ako je
c=ch,=hgt,=t,,gdje su h. i h, visine, a 1,1 t. teZiSnice trouglova AABC
iAA’B'C’. )

é, Kako je h =hyt, =t,,, £D=4D"=90° to je ACDE =AC'D’E’ (stav SSU), pa

je£DEC=DE'C’, tj. p=¢’. Kako je c=c¢", to je i §=% pa je zbog AE =AE’

(4. %:fz— ), XAEC=£AE'C’ (p=¢’), EC=EC’ takoder JAEC = AA’E'C’ (stav

SUS), pa je zbog toga i b=b'te a=a’. Sada iz b=b", a=ad/,c=c, slijedi

MBC=MA'B'C (stav SUS), §to je i trebalo dokazati.
C

b b)
B\
: ’ B
AOL ]; c E B A’ D’ ¢’'F’ B’

@ Zadani su ugao £ACB (C je njegov vrh, a tatke A i B su na njegovim
kracima), poluprava CM unutar ugla £ACB i poluprava CS koja polovi £ACB.

Dokazati da je £SCM = é(&MCA —-4AMCB).

/B
/ M
/
J " Iz slike o¢igledno vrijede ove jednakosti: e S
/ s e
/ s -
AMCA = £SCA+ £SCM (D) /-
// /\/\{:’ g -
AMCB = LSCB—-£SCM , //«’ 45"/\\
a zbog £SCB = 4SCA je y 4
AMCB = £SCA—4SCM . ()
AMCA—-AMCB =

Ako oduzmemo (2) od (1), dobijamo:
=4SCA+ASCM —( LSCA—LSCM )=24SCM

ili  £SCM =2 (<MCA~ <MCB).



@Magiéni kvadrat reda 3x3 je takav kvadrat kod kojeg se 21 14
sabiranjem po tri broja u svim pravcima (horizontalno, T A
vertikalno i na obje dijagonale) dobija uvijek isti broj.
Popuniti prazna polja u kvadratu, pa da on bude magi¢an
kvadrat.

éu Neka je centralni broj jednak x (sl. 1.). Tada je karakteristi¢ni zbir magi¢nog
kvadrata jednak 20+x+14=34+x (dijagonala). Izralunavanjem preostalih

brojeva i uporedivanjem sa karakteristi¢cnim zbirom dobija se jednadina
x=I+x+x+1=34+x ili 2x=34,paje x=17.RjeSenje je prikazano na slici 2.

x] 21 14 16 21| 14
X ]9 1517 | 19
20 | x+1 20 13|18
sl. 1 sl.2

a
. . 7’ . ’ a
@Dan su uglovi a=42°54" i B=35°37".

Izracunati ugao y ako su prave a i b
paralelne (vidi sliku).

B

' b
+ Povucimo kroz vrh ugla y pravu ¢ tako da je c”a”b . Otigledno je y=a; + f3,.
Kako je o=, 1 B=p,(kao uglovi sa paralelnim kracima), to je y =a, + B,=
=a+f=42"54'+35°37' =77°91' =7831" .




@ Postoji li trougao €ije su duZine visina h, = 2cm, h, =4cm, h, =6cm?

j Pretpostavimo da postoji trougao ¢ije su stranice duZina a,b 1 ¢, a odgovarajuce

visine imaju duZine h, = 2cm, h, =4cm, h, =6cm . Tada je P=—ah, =—bh, == ch,,

a odavde je a = 2b=3c, pa su stranice trougla a,—;- i 3 Medutim, znamo da zbir

" . , . S5a
dvije stranice mora biti veéi od treCe stranice, pa kako je —+—

. a
=—«<a,
2 3 6
zakljuéujemo da ovakav trougao ne postoji

@Na hlpotenu21 AB pravouglog trougla AABC date su tacke M i1 N tako da je
AM =AC i BN =BC . Izralunati ugao £MCN .

Zbog AM =AC i BN =BC slijedi da su
trouglovi AACM i ABCN jednakokraki, tj.
LAMC = LACM = éuso" —a)=90°-Z, te

sli¢no

ABCN=ABNc=é(1800-ﬁ)=900-'B

3"

Dakle,

AMCN = 180° —( {MNC + LNMC ) =

= 180° -(900 2L g0 -ﬁ)=9‘_+£
2 2) 2 2

1 1 0 0
==(a+f)==-90° =45°.
2( B) p



@ DuZine stranica trougla AABC su a=13cm,b=14cm, c =15cm . Kolike su duZine
njegovih visina?
Neka je AABC trougao Cije su duZine stranica a=13cm,b=14cm,c=15cm i

Jneka je h, =CC’ duzina njegove visine iz vrha C .

I nacin: Neka je CB=x, tada je AC’=c-x. Primjenom Pitagorine teoreme na
pravougle trouglove AAC'C i ABC'C nalazimo: h2=b2—(c-x)? h? =a’ -x?,

b?—(c—x) =a’>-x?,paje

_at+c?-b?

2c ’
odnosno
1324152 - 142 33
Y T
DuZina visine h, je “Ja2— 2 = ’169 33 }313
Povriina trougla je P=den=Lis .5.5écm = 84cm? . :

DuZine drugih dviju visina jednostavno nalazimo:

2P 2-84 168 2P 2-84
h, =—=——cm=—cm, hy =—=

« =g T3 13 b - g cm=12em.

Il nacin: IzraCunajmo povr§inu trougla Kkoriste¢i Heronov obrazac

P=\/S(S—a)(s—b)(s—c) gd]e]e s=a+b+

< poluobim trougla.

M_m paje  P=J21(21-13)(21-14)(21-15)cm? =

Dakle, s = 3
=~21-8-7-6cm?* =3-7-2:4-7-2-3cm?
=v32-42.72cm? =3-4-7cm? = 84cm?.
DuZine visina nalazimo jednostavno: _2P _168 _2P _168
h, = = 13cm,h,,— b ="
2P 168 56

=12(:m, hc =T= 75 -—?cm



@Dokazati da za pravougli trougao vrijedi nejednakost R2P, gdie je R
polupreénik opisanog kruga tog trougla, a P njegova povrsina.

* Neka je 4ABC pravougli trougao s pravim uglom kod tjemena C; OC=R je
Dpolupre¢nik opisanog kruga oko tog trougla. Na osnovu Pitagorine teoreme je

c? =a? +b?, akako je R=%,toje c=2R.

Iskoristimo sljedecu nejednakost (a-b)* 20, odnosno a?+b? 2 2ab, gdje znak
jednakosti vazi ako i samo ako je
a=b.

Sada imamo
(2R =c?=a?+b? 22ab, a odavde

je R? 29;, odnosno, R2@=ﬁ,jer A

je povrsina trougla upravo jednaka

P=—-2—. Za a=b trougao je

jednakokrako-pravougli i tada vaZi
znak  jednakosti u  dokazanoj
nejednakosti.

A F B
@U trouglu 4ABC je ugao B=75" i ugao y=80°. Uzete su tatke Ee AC i
F e AB tako da je ugao <FBE =25° iugao {FCB=40". Izradunati ugao £AEF .

J Neka je {P}=BENCF. Posto je y=4ACB=80°, f=4ABC=75",{FBE =25,
to je LEBC =75°-25° =50, pa je zbog y=80° takoder xBEC =50°,tj. AEBC je
jednakokraki, a zbog £FCB = 40° je CF simetrala stranice BE . Dakle, imamo:

BC=EC i BP=PE.
CP je visina trougla ABEC pa je i £EPF = £BPF =90°, znafi AFPB = AFPE
(SUS), to je: £FEP = XFBP =25". Sadaje £AEF =180°—(50°+25°)=105°.



@ Dat je trougao AABC . Konstruisati pravu p koja je jednako udaljena od vrhova
A,B,C datog trougla. Dati dokaz konstrukcije. Koliko takvih pravih postoji?

J " KonstruiSimo pravu p koja sadrzi duz MN, a duz MN je srednja linija 4ABC (M
je srediSte stranice AC, a N srediste stranice BC trougla 44BC ). Kako je MN|AB (i

— — . . —_
MN=5AB), to. imamo da je AAMR=AMCP (AM =CM, £AMR =4£PMC

(unakrsni), LARM = £CPM =90°) te

ACPN = ABNQ / AN

( BN =CN, £CNP=4BNQ (unakrsni), / \\
LCPN=4BON=90"), a iz th R M/ - ;\ N Y 0
podudarnih trouglova slijedi da je (Y 5f7/ P < \&
AR=CP=BQ. -/ : N
Ocigledno, postoje jo§ dvije traZene | / ) ‘\\
prave koje sadrZe ostale dvije srednje / i :
linije trougla AABC . A B

@Dat je trougao 4ABC u kome je ugao £BAC =120°. Na simetrali ugla £<BAC

data je tatka D tako da je AD=AB+AC. Dokazati da je trougao ABCD
jednakostraniéni.

%- Na simetrali AD izaberimo tatku M tako da je AM =AC. Poito je
LCAM =60°, to je trougao AACM jednakostraniéan.
Sada je ACMD =180°-4LAMC =180°-60° =120°. Posto je po uslovu zadatka
AD = AB+AC te AM =AC, toje MD=AD-AM =AD—-AC=AB .

D

Sada su trouglovi 4ABC i AMDC podudaml jer
je LCAB=4CMD=120°, AM =AC i BC=CD i
£ACB=4MCD. Iz te podudarnosti slijedi da je
BC=CD i «£ACB=4ZMCD. Tada je i
£ACM = KACB+ £BCM = AMCD+ £BCM = £BCD =6(° .
Kako je 4BCD=60° i BC=CD, to je trougao
ABCD , jednakostranican, q.e.d. ’




@Kvadrat je podijeljen na devet jednakih manjih kvadrata. Je li mogucée u ove
male kvadrate upisati brojeve 7,2 i 3 tako da u svim kolonama, vrstama i
dijagonalama sume brojeva budu razli¢ite? Odgovor obrazloZiti!

)

J' Ukupan broj kolona, vrsta i dijagonala je 3+3+2=8. Dakle, morali bismo
formirati osam razli¢itih suma tako da svaka ima ta¢no tri sabirka (neke od brojeva
1,2 1li 3) i da te sume medusobno budu razli¢ite. Medutim, najmanja suma je

I+1+/=3, a najvea 3+3+3=9. Dakle, vrijednosti suma su iz skupa
A={34,..9}. Posto ovaj skup ima sedam elemenata, to ako ih razvrstamo u osam
grupa, dvije grupe ¢e imati iste sume. Odgovor je dakle negativan.

@ Dat je jednakokraki trougao 4ABC (AC = BC ). Na kraku AC odabrane sudvije

tatke Mi N tako da je <ABM =£CBN i MN =MB, pr1 emu je taCka M bliza
tacki A nego tacka N . Koliki je ugao £ABN ?

J Prema uslovu zadatka je {ABM =4{CBN=¢. f
\\

Kako je MB=MN , 5 je ABNM jednakokraki, pa / )
su uglovi na osnovici BN jednaki i iznose, npr. po \
x. Ugao £ANB je spoljasnji ugao ABNC, pa je AN
jednak zblru dva nesusjedna unutra$nja ugla tog /.X/\\ \
trougla."Odavdje slijedi da je £ACB=x-¢. Kako / TN \\

je 4ABC jednakokraki ( AC=BC), to su uglovi \ \\
na osnovici AB jednaki, pa je 4BAC =2¢p+x. / AN
Sada je 2(2¢+x)+x-@=180°, . 3p+3x=180, / N\
odnosno @+x=60°,tj. LABN =¢p+x=60°. '




/_

@ Dijagonala AC romba ABCD ima duZinu 6cm . Neka je M srediSte stranice
CD 1'N srediste stranice AD. Duzi BN i BM sijeku dijagonalu AC u tackama
PioQ.

a) Izracunati duzinu odsjecka PQ ;

b) IzraCunati povr§inu trougla ABMN ako je BM =3cm

)

a) Neka je duZina dijagonale AC romba ABCD jednaka 6cm i neka je druga
dijagonala BD sije¢e u tatki O. Dijagonale romba se polove, pa su BM i CO
teZiSne duZi trougla ABCD, atatka P je njegovo teZiste. Dakle, CP =2PO .

Analogno, posmatranjem trougla AABD zakljutujemo da je AQ=200. Na

osnovu CP=2-PO 1 AQ=25§, zakljuéujemo da jeA_Q=@5 PC==AC =2cm
tj. PQ=2cm.

\ /
/ e g N ) /%/P /
L~ A "/
Z X \ /
/ / N\ \ /

b) Posmatra]mo ABDM i ABDN . StranicaBD je zajednitka, dakle, BD = BD,

DM =DN i {MDB = £NDB jer dijagonale romba su UJedno i simetrale unutrasnjih
uglova romba. Dakle, 4BDM = ABDN , pa ]e BN =BM =3cm . Kako je duz MN

srednja linija trougla 4ACD, to je MN

EAC=3cm. Sada zakljuujemo da je
trougao ABMN jednakostrani¢an i njegova povr§ina je

cn .

.P=i—m2\[§,tj. P=§32\/§=%_3— 2
“
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